2.3.13  Soustavy vice rovnic o vice neznamych |

Predpoklady: 2312

neznamé®im je uken pdetiedeni? Kdy jgedeni prayjedno? Kdykeseni

Pr. 1. Co @i feSeni soustav rovnic o vice neznamyiddptavuji rovnice? Coredstavuji
neexistuje? Kdy je jich nekotie® mnoho?

- Nezname fedstavuji moznosti volby.
' Rovnice pedstavuji podminky, kterymi se neznamé niticht a tim omezuji moznosti volby.
- PatetieSeni je ufen pa@tem voleb (neznamych) a gem podminek (rovnic).
' Mohou nastat nasledujici moznosti:
'« soustava obsahuje &vovnice gedstavujici podminky, které se navzajem wyji
(x+2y=1, x+2y=-2) = soustava nemi@Seni,
e podminky (rovnice) se nevyduji a jejich péet se rovna pau voleb (neznamychy
. praw jednoiesent,
-+ podminky (rovnice) se nevyiuji a jejich p@et je mensi nez get voleb (nezndmych)
' = nekon&n¢ mnohoieSeni (pdet neznamych, za které volime, se rovna rozdilu
Z paitu neznamych a @tu rovnic).

Pri feSeni soustavy rovnic musimiekonat d¥¢ prekazky:

e pomoci Uprav zighlednit rovnice,

» ze zpfehledrné soustavy rovnic zjistieSeni.
V této hodir se zpehlediovani vyhneme a budeniesit soustavy, které jsou jiz upravené do
nejjasrEjSiho tvaru.

3X-y+z=-2
Pr. 2: VyieS soustavu rovnic 2y+z=1 . Po vyeSeni pikladu zhodn6 jeho obtiZznost
3z=9

a co na ni rdo nejwtsi vliv.

- Vyjadiimez ze teti rovnice3z=9
0 z=3
- Hodnotuz dosadime do druhé rovnice a vyjidey: 2y+z=1= 2y+ 3= ]
L 2y=-2
y=-1
' Hodnotyz ay dosadime do prvni rovnice a vyjadex:
Bx—y+z=-2=3x—(-1)+3=-2
. 3x=-6
L x=-2 K :{[—2;—1;3]}
Podobné soustavy byaty byt v pisemce. Vypiet byl jednoduchy, protoze z posledni

rovnice jsme mohli ihned &it z a vSechny dalSi rovnice se daly v¥fiat dosazenim hodnot
neznamych wenych z rovnic pod nimi.



Levé strany soustavy maji tvar trojuhelnika (odahdryvd nezndmych, které v rovnicich
Gcinkuji) = tikame, Ze soustava je upravenglgerniho) trojuhelnikového tvaru.

Z trojuhelnikového tvaru jefgjmé, Ze soustava obsahujeneznamé art podminky. Zadna
rovnice nema levou stranu nulovou, a kdyZ jdemeddzkazda obsahuje na levé stran
jednu neznamou vic nez rovnicegdchozi. Tim je zaji8ho, Ze kazdainasi do soustavy
novou informaci a nejde nahradit Zadnou kombin&efighozich rovnic.

Dodatek: Soustavu by bylo moznésit i striktré scitaci metodou (je to ale zbyieé a jde o
jasny projev masochismu).
3X-y+z=-2
2y+z=1
3z=9 /:3
3X-y+z=-2
2y+z=1
z=3
3X-y+z=-2
[2]-[3] 2y =-2 [:
z=3
3X-y+z=-2

N

y =-1
z=3
[+[2]-[q 3x  =-6 /:c
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Pedagogicka poznamkaPredchozi dodatek studém pouze ukazuji a nechci, aby si ji
prepisovali do seSit

Pedagogicka poznamkaPrekvapilo n&, Ze znanacast studerit bud’ newdéla, jak giklad
feSit, nebo z&la upravovat rovniceiaci metodou stylem, ktery je jako zcela
nevhodny uveden v dodatku. Jde o jasnou ukazkestskké tendence
bezmyslenkovit opakovat naposledy probirany postup. Na tontiidgdu tel’
ukazuji, Ze je lepSi se néjde trochu zamyslet.

3x+2y-z=5
PF. 3: VyiesS soustavu rovnic  y+2z=0
3z=-3

. Stejna situace jako ¥@dchozim fikladu.



- Vyjadiimez ze teti rovnice3z=-3 = z=-1.

' Hodnotuz dosadime do druhé rovnice a vyjidey: y+2z=0=y+2[{-1=C
: y=2

Hodnotyz ay dosadime do prvni rovnice a vyfadex:

| 3x+2y-z=X+ 2AR-(-)=¢

3x+5=5

P 3x=0

- x=0 K:{[ 0;2;-1}

Pedagogicka poznamkaAsi se objevi #kdo, kdo z rovnice8x = 0 usoudi, Ze soustava
nemareseni.

. X-2y+z=4
Pr. 4. VyieS soustavu rovnic .
y+z=2

' Soustava m&itneznamé {f moznosti volby) a d¥ rovnice (d¥¢ omezujici podminky}
' zbyva ndm jedna moznost volby jednu neznamou musime volit a zbyvajicé dyjadiime
. pomoci této neznamériRyjadrovani zéneme opt u nejjednodussi rovnice a postupujeme

e

' ke slozigjSim.

- Vyjadiimey ze druhé rovnice pomozi y+z=2.

y=2-z

' Dosadime zg do prvni rovnice a vyjatmex:

X=2y+zZ=X- 2( 2— z) +z= 4 - zaznedosazujeme, protozZe je tou neznamou, kteromeoli
C X—4+2z+2=4

Xx=8-3z K ={[8—3z;2—z;z] z0 R}

Existenci nekong¢ mnohareSeni pedchoziho fikladu nizeme zdvodnit i jinak. Soustay

3X+2y-z=5
X-2y+z=4 , P . .
r7=2 chybi k gedchozim (jednoz@aym) soustavam y+2z=0 a
3z=-3
3X-y+z=-2

2y+z=1 posledniiteti rovnice, ktera viedchozich soustavach¢ovala hodnotz =
3z=9

hodnotaz je tedy neufena, niizeme si ji volit a ostatni prainné dopgitavat podle zvolené
hodnoty.

Pedagogicka poznamkaPriklad korti uplnou blamazi. Skoro nikdo nebyva schopen s nim
hnout. Teprve kdyz ho porovnavameteqrhozim a studenti si édomi, Ze v am
chybi teti rovnice, ktera dila hodnotuz, pristoupi ve ¥tSim p@tu na spravné
reSeni.

Pedagogicka poznamkaVazné problémy sipdchozim fikladem podle mého nazoru
naswdéuji systémové chybv jejich zmisobu vnimani vyuky. Sestarichozich
hodin je ¥novano iznym situacim typu rovnice+pramné, které by iy vést
k tomu, aby si Zak utyd néjakou Fedstavu o tom, jakéei funguji. Pokud ji stale



nema, znamena to, Ze gejmx prilis soustedi na konkrétniijiklady a nedokaze
myslet na skuiosti ,,za nimi“.

Jak uz vime od rovnic se ¢ma neznamymi, Zjsohi, jak nekonéné mnozstvfeSeni
vyjadit, je vice.
V piredchozi soustajsme mohli vyjadiovat i pomocly. Vyjadiimez z druhé rovnice pomoci
Y. y+z=2 = z=2-y.
Dosadime za do prvni rovnice a vyjatimex:
X—2y+z=x-2y+ ( 2— y) = 4 - zay nedosazujeme, protoZe je tou neznamou, kteromeoli
x-3y+2=4

X=2+3y K={[2+3y;y;2—y] YyOR}

Pi. 5. Zvol libovolnécislo zaz (y), dop@ti zbyvajici dvojici neznamych a dosazenim do
soustavy o¥t, ZefeSeni je spravné.

' Volime za neznamou

volba za | dopogteni zbyvajicich reseni “
. o 2. zkouska
neznamou proménnych soustavy
Xx=8-3z=8-31= £ X=2y+z=5-2[1+ 1= 4
z=1 e [5:1;1] A
y=2-z=2-1=1 y+z=1+1=2
Xx=8-3z2=8- = € X-2y+z=8-2[P+ 0= 4
z2=0 [8;2;0
y=2-z=2-0=2 y+z=2+0=2
X=8-3z=8- =z X=2y+z2=2-2[D+ 2= ¢
z=2 _ _ _ [2:0:9 - -
y=2-z=2-2=0 y+z=0+2=2
x=8-3z=8-3f-9= 1 13-4 X=-2y+z=11- 2B+ (-} = ¢
’ y=2-z=2-(-1=3 y+z=3+(-1)=2
Xx=8-3z=8-3R7=-T: X=2y+z=-73-2(-25+ 2F ¢
z=27 [-73;- 25,21 y 1-29
y=2-z=2-27=-25 y+z=-25+27= 2
§VOI|'me za neznamoyl
volba za dopokteni zbyvajicich resSeni -
. . zkouska
neznamou proménnych soustavy
X=2+3y=2+31= £ X=2y+z=5-201+1= 4
y=1 [5:1;1]
z=2-y=2-1=1 y+z=1+1=2
X=2+3y=2+30= 2 X=2y+z2=2-2[D+ 2= ¢
y=0 [2;0;2]
z=2-y=2-0=2 y+z=0+2=2
X=2+3y=2+32= ¢ X—=2y+z=8-2[2+ 0= 4
y=2 / [8;2; y
z=2-y=2-2=0 y+z=2+0=2
Xx=2+3y=2+3[-)=-1 X—-2y+z=-1-2[(-1)+ 3= ¢
y=-1 Y -9 [-1-13 Y -3
z=2-y=2-(-1)=3 y+z=-1+3=2
X=2+3y =2+ 3R27= 8! X—=2y+z=83- 227+ (- 2= -
y=27 Y [83;27- 23 Y -2
z2=2-y=2-27=-25 y+z=27+(-29=2




Pedagogicka pozndmkaV hodirg si kazdy student zvotiislo (hodnotw neboy), dopaita
hodnoty ostatnich pro¥nnych a dosadi je do soustavyizZRi studenti si voli
riaznacisla, fakt, Zze vSechno vyjde, na studenty docébpi. U slabSich je mozZzna
bezpengjsi datcisla z kebnice, aby se jejich vysledky daly rychle zkordxait.

Pr. 6. VyieS soustavu rovniBx+2y+4z=6.

. Soustava m&itneznamé a jednu rovnici. Zbyvaji namsdwoznosti volby= dwé nezndmé
. muZzeme zvolit a zbyvajici vyj&tine pomocidchto neznamych.

- Zvolimy az (nezélezi na tom, které neznamé si vyberu).

 3X+2y+4z=6=> X=6- Y- 4

X:# K:{{w’yyz}yDR,sz}

Pedagogicka poznamkaPo vyeSeni pikladu 4 je tento pro studenty docela lehky.

Pedagogicka poznamkaAz trochu Usmivné vypada zkuSenost, Zektieri Zaci @i ¢teni
zadani piklada 6 a 7 pidaji prvni rovnici sedméhorikladu k rovnici v Sestém
piikladu, aby tak ziskali zadani vice podobigdghozimu fikladu 4.

X—2y+3z=5
PF. 7: Vyies soustavu rovnic y-z=3.
y-z=1

. Soustava nemi&Seni. Druha adti rovnice se navzajem vyluji (stejné levé stranynzné
| pravé strany). O spravnosti této Uvahy sgeme peswdcit i odestenim obou rovnic.
' X—2y+3z=5

y-z=3 = K=01

(21 o2

2X—-2y+z=3
Pr. 8: Vyies soustavu rovnic y-3z=4.
y—-3z=4

' Druha atteti rovnice jsou stejné> ve skuténosti mame pouze éwvovnice:

- 2X=2y+z=3

| y-3z=4

- Soustava m&itnezname {t moznosti volby) a d¥ rovnice (d¥ omezujici podminky}=>

' zbyvad ndm jedna moznost volby jednu neznamou izeme volit a zbyvajici dwyjadiime

' pomoci této neznaméiiRyjadrovani z&neme opt u nejjednodussi rovnice a postupujeme
- ke slozitjsim.

' Vyjadiimey z druhé rovnice pomoei

- y-3z=4



L y=4+3z

- Dosadime zg do prvni rovnice a vyjatimex:

| 2x-2y+z=3= 2x- A 4 F)+z= - zaznedosazujeme, protoZe je tou neznamou,
 kterou volime.

. 2x-8-5z=3
2x=5z+11
XzSz;ll K:{[52+11;4+32;2]2DR}
Poznamka: Vynechaniiteti rovnice nizeme brat i jakoitledek odéteni druhé areti
2x-2y+z=3
rovnice v @ivodni soustay y—3z=4. RovniceOx— 0y = 0 je totiz splgna

[2]-[3] oOy-@=c¢C

vZzdy a neni nutné jidbec psat.

Pedagogicka poznamkal\¢ekteii Zaci gijdou na to, Ze soustava ma nekémemnohoieseni,
ale zejm¢ pod inspiraci fikladem 6 z&nou nesystematicky vyjéovat jednu
neznamou z druhé. Dojdou tak k nasledujicimu SpaingeSeni*:

K= {{X;ZX-FTZ_B;C% 2y - 2x} xO R} . Neni od ¥ci (i kdyZ se veiidé neobjevi)

jej napsat na tabuli a diskutovat, pje Spatné (ffbec nezohleglje druhou
rovnici, po zvolenk neumouje vypcaitat hodnotyy az, které se na sebe
vzajemr odkazuji...).

2Xx-y+3z=4

Pr. 9: VyiesS soustavu rovnic 1.
X=—=
2

- Soustava méaitnezname {t moznosti volby) a d¥ rovnice (d¥ omezujici podminky}=

' zbyvad ndm jedna moznost volby jednu neznamou musime volit. Hodnota p&omeéx je
- uréena druhou rovnici> volime bul’ y, neboz. Jednodussi je voli pri dopasitavaniy

' neziskame zlomek.

' Dosadime za do prvni rovnice a vyj&imey:
- 2x-y+3z= 2[-1;—— y+ X = 4 - zaznedosazujeme, protoze je tou neznamou, kteromeoli

1-y+32=4

3z-3=y K={E;32—3;z};zDR}



2x-2y+z=3
PFr. 10: Ur¢i hodnotu parametrkitak, aby soustava 2y+kz=4 nentlaieSeni.
y—-3z=4

' Soustava nemi&Seni pokud obsahuje &rovnice, které si navzajem odporuji (maji stejnou
- levou stranu atizné prave stranyy> takovou dvojici rovnic mizeme ziskat z druhée geti
| rovnice.

- 2x-2y+z=3 2x-2y+z=3
' 2y+kz=4 = 2y+kz=4
y-3z=4 /2 2y—-6z=8

- Pokud se maiji levé strany rovnat, musi pliatit—6 . V takovém pipadt soustava nema
' feSeni (levé strany se shoduji, pravé setiSjde o dvojici podminek, kterou neni mozné
' splnit naraz).

2X-2y+z=3
Pr. 11: Ur¢i hodnotu paramelrk, | tak, aby soustava 2y+4kz=1 m¢la nekonéng
y-3z=4
mnohoieseni.

' Soustava ma neko&r@ mnohoreSeni pokud obsahuje&stejné rovnice= takovou dvoijici
. rovnic zkusime ziskat z druhéfati rovnice.

- 2x-2y+2=3 2X-2y+z=3
| 2y+4kz=| = 2y+4kz=|
y-3z=4 /2 2y—-6z=8

' Pokud maji byt obstrany stejné, musi platitk = -6 = k = —g, | =8.

Shrnuti: Pokud je soustava rovnic zapsana v hornim trojikekém tvaru, z p&u rovnic
a nezndmych fZeme rychle it jeji feSeni.



